
Z205. Wykazać, że relecja Q z poprzedniego zadania1 jest przechodnim do-
mknieciem relacji Q.

Niech Q będzie dowolną relacją. Wykorzystując zalozenia zadania1 wiemy,
że Q =

⋃∞
n=1Q

n oraz Q1 = Q i Qn+1 = QnQ dla n ­ 1. Relacja Q ma nastę-
pujące własnosci: jest przechodnia oraz Q ⊆ Q. Chcemy pokazać, że Q = Q+.
Na mocy zasady ekstencjonalności zbiory Q = Q+ wtedy i tylko wtedy, gdy
Q ⊆ Q+ i Q ⊇ Q+. Gdzie Q+ jest przechodnim domknięciem relacjii Q.

Pokażemy teraz, że Q ⊆ Q+.
Wiemy, że Q ⊆

⋂∞
n=1Q, z czego wynika, że Q

+ jest zawarte we wszystkich re-
lacjach przechodnich w Q. Stąd mamy Q ⊆ Q+.

Chcemy pokazać, że Q ⊇ Q+.

Lemat 1 Dla dowolnej relacji S i S+, jeżeli S⊆ S+ oraz S+ jest relacją prze-
chodnią to dla każdego n mamy Sn ⊆ S+.

Dowód indukcyjny Lematu 1:
Dla n=1 mamy S1 ⊆ S+ co jest prawdziwe z naszego założenia.
Pokażemy teraz, że jesli dla każdego n ¬ n0 zachodzi Sn ⊆ S+ to Sn0+1 ⊆ S+.

< a, b >∈ Sn0+1 ⇔ < a, b >∈ SnS ⇔ ∃c. < a, c >∈ S∧ < c, b >∈ Sn co z zało-
żenia indukcyjnego implikuje ∃c. < a, c >∈ S+∧ < a, c >∈ S+ co z przechodz-
niości relacji S+ jest równoważne < a, b >∈ S+, co kończy dowód.

Relacja Q+ jest przechodnim domknięciem relacji Q, więc spełnia warunki Le-
matu 1. Stąd dla każdego n mamy Qn ⊆ Q+, zatem

⋃∞
n=1Q

n ⊆ Q+. Z założenia
zadania mamy Q =

⋃∞
n=1Q

n zatem Q ⊇ Q+

Pokazaliśmy, że Q ⊆ Q+ i Q ⊇ Q+ zatem Q+ = Q co kończy dowód.
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1Z204. Niech Q ⊆ A2 bedzie dowolna relacja, Q1 = Q i niech Qn+1 = QnQ dla n ­ 1.
Kładziemy Q =

⋃∞
n=1Q

n. Wykaż, że Q jest relacją przechodnią.
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